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主编寄语

亲爱的同学，欢迎使用这套教科书，希望它能成为你学习数学的好帮手.在开始学习

前，我们想就数学学习中的一些问题与你做点交流.

首先，你想过为什么要学那么多数学吗?高中生应该认真思考这个问题了.其实道理很

明显，就是因为数学有用.数学不仅对社会发展和科技进步作用巨大，而且对你个人的发

展也很重要.努力学好数学对你的人生幸福意义重大，这个道理在你今后学习、工作和生

活中会逐步体会到.

第二，要采用多样化学习方式.高中数学内容的抽象程度提高了，要以更加积极主动

的态度、刻苦钻研的精神，采取阅读自学、独立思考、实践探究、合作交流等多种学习方

式，才能更好地掌握它.内容越抽象，就越需要静下心来，持之以恒地思考，然后才能有

所领悟、有所收获.

第三，注重基础，拾阶而上.数学的特点是逻辑严谨，从概念到性质再到应用环环相

扣，前面知识未理解，后续学习就必然会遇上实质性困难.学数学，既没有捷径，也没有

灵丹妙药，唯有按数学的方式，按部就班地学，循序渐进地想，在基础知识上下足功夫，

才能取得好成效.

第四，按学习规律办事.理解概念、熟练技能和准确表达是数学学习的“三要素”，做

好这些的要诀是遵循学习规律，掌握学习节奏.概念是数学的精要所在，必须深刻理解、

牢固掌握，因此概念学习要“慢慢来”.例如，函数是贯穿高中数学的一条主线，是重中之

重的内容，因为其抽象程度高而成为许多同学的学习难点.在起始阶段囫囵吞枣、贪多求

快，就会给后续学习埋下隐患.学好它的秘诀在于慢，慢下来，仔细阅读教科书，用心揣

摩每句话，搞懂每个例题，在探究、质疑、反思中逐渐领悟函数的概念及其蕴含的数学思

想和方法，并用简明扼要的语言概括出来，从而实现认识的升华.这个过程，貌似慢而实

为快，在反复推敲中悟出学习窍门，达到举一反三、触类旁通的效果，进而一通百通，由

慢转快.这样的快是真快，是无后顾之忧的快，是充满智慧的快.

第五，重视严格的数学训练，独立完成作业.做作业的目的是：加深理解知识，熟练

基本技能；学会思考，培养数学能力；查漏补缺，培养良好的学习习惯.本套书中的习题

是精心挑选的，看似不难但寓意深刻，要高度重视.完成作业，独立思考最重要，遇到困

难不能轻言放弃，有含金量的数学题往往要绞尽脑汁，一时做不出很正常，如果浅尝辄

止，急于“刷题”看答案，这是自欺欺人，受害的是你自己.

最后，学习贵在创新.理解概念、学会证明、领会思想、掌握方法都是必备基础，还

要善于发现和提出问题，“凡事问个为什么”，这样才能学会学习.在这套教科书中，我们

注重在提问方面做出示范，期望你能“看过问题三百个，不会解题也会问”.

学数学趁年轻，高中阶段是接受数学训练、打好数学基础的最佳时期，这个时期下功

夫学数学，将使你终生受益.期盼这套教科书能给你带来愉快，使你的数学素养得到大幅

提升.



本册导引

本书根据《普通高中数学课程标准(2017年版) 》编写，包括“集合与常用逻辑用

语” “一元二次函数、方程和不等式” “函数的概念与性质” “指数函数与对数函

数” “三角函数”五章内容和“数学建模 建立函数模型解决实际问题”.

集合是刻画一类事物的语言和工具，是现代数学的基础；常用逻辑用语是数学语言的

重要组成部分，是数学表达和交流的工具.在“集合与常用逻辑用语” 的学习中，同学们

将学习集合的概念、基本关系和运算，学习用集合语言刻画一类事物的方法；并学习用逻

辑用语表达数学对象、进行数学推理，为高中数学学习做准备.

相等关系和不等式关系是数学中最基本的数量关系.在“一元二次函数、方程和不等

式”的学习中，同学们将类比等式学习不等式.通过梳理初中数学的相关内容，理解一元二

次函数、一元二次方程和一元二次不等式之间的联系，从函数观点认识方程与不等式，感

悟数学知识之间的关联，完成初高中数学学习的过渡.

函数是描述客观世界变化规律的重要数学模型，它的思想方法贯穿了高中数学课程的

始终.在“函数的概念与性质” 中，同学们将在初中的基础上，进一步学习运用集合与对

应的语言刻画函数概念，学习函数的基本性质，并通过幂函数的学习感受如何研究一个函

数，如研究的内容、思路和方法，进一步感受函数的思想方法和广泛应用.

“指数爆炸” “对数增长”是生活中常见的变化现象.在“指数函数与对数函数” 中，

同学们将类比幂函数的研究方法，学习指数函数与对数函数的概念、图象和性质.通过对

几类基本初等函数的变化差异的比较，体会如何根据变化差异选择合适的函数类型构建数

学模型，刻画现实问题的变化规律，解决简单的实际问题.

三角函数也是一类基本的、重要的函数，它是刻画现实世界中具有周期性变化现象的

数学模型.在“三角函数”的学习中，同学们将学习借助单位圆建立一般三角函数的概念，

学习三角函数的图象和性质，探索和研究三角函数之间的一些恒等关系.通过建立三角函

数模型刻画周期变化现象，进一步体会函数的广泛应用.

祝愿同学们通过本册书的学习，不但学到更多的数学知识，而且在数学能力、数学核

心素养等方面都有较大的提高，并培养起更高的数学学习兴趣，形成对数学的更加全面的

认识.



目录

第一章 集合与常用逻辑用语⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ 1

小结⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ 33

复习参考题1⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ 34

第三章 函数的概念与性质⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ 59

3.1 函数的概念及其表示⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ 60

阅读与思考 函数概念的发展历程⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ 75

小结⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ 99

复习参考题3⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ 100

第四章 指数函数与对数函数⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ 103

4.1 指数⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ 104

4.2 指数函数⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ 111

阅读与思考 几何命题与充分条件、必要条件⋯ 24

1.1 集合的概念⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ 2

1.2 集合间的基本关系⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ 7
1.3 集合的基本运算⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ 10

阅读与思考 集合中元素的个数⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ 15

1.4 充分条件与必要条件⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ 17

1.5 全称量词与存在量词⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ 26

第二章 一元二次函数、方程和不等式⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ 36

2.1 等式性质与不等式性质⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ 37

2.2 基本不等式⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ 44

2.3 二次函数与一元二次方程、不等式⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ 50

小结⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ 56

复习参考题2⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ 57

探究与发现 探究函数 � = � + 1
�
的图象与性质⋯ ⋯ 92

文献阅读与数学写作* 函数的形成与发展⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ 97

3.4函数的应用(一)⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ 93

3.2 函数的基本性质⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ 76

信息技术应用 用计算机绘制函数图象⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ 87

3.3幂函数⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ 89



阅读与思考 放射性物质的衰减⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ 115

信息技术应用 探究指数函数的性质⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ 120

4.3 对数⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ 122

阅读与思考 对数的发明⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ 128

4.4 对数函数⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ 130

探究与发现 互为反函数的两个函数图象间的关系···135

4.5 函数的应用(二)⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ 142

阅读与思考 中外历史上的方程求解⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ 147

文献阅读与数学写作* 对数概念的形成与发展······157

小结⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ 158

复习参考题4⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ 159

数学建模 建立函数模型解决实际问题⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ 162

第五章 三角函数⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ 167

5.1 任意角和弧度制⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ 168

5.2 三角函数的概念⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ 177

阅读与思考 三角学与天文学⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ 186

5.3 诱导公式⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ 188

5.4 三角函数的图象与性质⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ 196

探究与发现 函数y=Asin(ωx+φ)及

函数y=Acos(ωx+φ)的周期······203

探究与发现 利用单位圆的性质研究正弦函数、

余弦函数的性质⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ 208

5.5 三角恒等变换⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ 215

信息技术应用 利用信息技术制作三角函数表······224

5.6 函数y=Asin(ωx+φ)⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ 231

5.7 三角函数的应用⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ 242

阅读与思考振幅、周期、频率、相位⋯ ⋯ ⋯ ⋯ 250

小结⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ 251

复习参考题5⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ 253

部分中英文词汇索引⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ 258



第一章

集合与常用逻辑用语

我们知道，方程 �2 = 2 在有理数范围内无解，但在实数范围

内有解.在平面内，所有到定点的距离等于定长的点组成一个圆；

而在空间中，所有到定点的距离等于定长的点组成一个球面.因

此，明确研究对象、确定研究范围是研究数学问题的基础，为了简

洁、准确地表述数学对象及研究范围，我们需要使用集合的语言和

工具，事实上，集合的知识是现代数学的基础，也是高中数学的基

础，在后面各章的学习中将越来越多地应用它.在本章，我们将学

习集合的概念、基本关系和运算，学习用集合语言刻画一类事物的

方法.

逻辑用语是数学语言的重要组成部分，是数学表达和交流的工

具.学习一些常用逻辑用语，可以使我们正确理解数学概念、合理

论证数学结论、准确表达数学内容.逻辑用语也是日常交往、学习

和工作中必不可少的工具，正确使用逻辑用语是每一位公民应具备

的基本素养.本章我们将通过常用逻辑用语的学习，理解使用逻辑

用语表达数学对象、进行数学推理的方法，体会逻辑用语在表述数

学内容和论证数学结论中的作用，学会使用集合和逻辑语言表达和

交流数学问题，提升交流的逻辑性和准确性.



1.1 集合的概念

在小学和初中，我们已经接触过一些集合.例如，自然

数的集合，同一平面内到一个定点的距离等于定长的点的

集合(即圆)等.为了更有效地使用集合语言，我们需要进一

步了解集合的有关知识.下面先从集合的含义开始.

看下面的例子：

(1) 1~10之间的所有偶数;

(2) 立德中学今年入学的全体高一学生；

(3) 所有的正方形；

(4) 到直线l的距离等于定长d的所有点；

(5) 方程 x²-3x+2=0 的所有实数根；

(6)地球上的四大洋.

例(1)中，我们把1~10之间的每一个偶数作为元素，这些元素的全体就是一个集

合；同样地，例(2) 中，把立德中学今年入学的每一位高一学生作为元素，这些元素的

全体也是一个集合.

思考

上面的例 (3) 到例(6) 也都能组成集合吗?它们的元素分别是什么?

一般地，我们把研究对象统称为元素(element)，把一些元素组成的总体叫做集合

(set)(简称为集).

给定的集合，它的元素必须是确定的.也就是说，给定一个集合，那么一个元素在或

不在这个集合中就确定了.例如，“1~10之间的所有偶数”构成一个集合，2，4，6，

8，10是这个集合的元素，1，3，5，7，9，···不是它的元素；“较小的数”不能构成集

合，因为组成它的元素是不确定的.

一个给定集合中的元素是互不相同的.也就是说，集合中的元素是不重复出现的.

只要构成两个集合的元素是一样的，我们就称这两个集合是相等的.

我们通常用大写拉丁字母A，B，C，⋯ 表示集合，用小写拉丁字母a，b，c，⋯ 表示

集合中的元素.

如果a是集合A的元素,就说a属于(belong to)集合A,记作a∈A;如果a不是集合A中的

元素,就说a不属于(not belong to)集合A,记作a∉ A.
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例如，若用A表示前面例(1) 中“1~10之间的所有偶数”组成的集合，则有4∈A,3∉

A,等等.

数学中一些常用的数集及其记法

全体非负整数组成的集合称为非负整数集(或自然数集),记作N:

全体正整数组成的集合称为正整数集,记作N*或N+;

全体整数组成的集合称为整数集,记作Z;

全体有理数组成的集合称为有理数集,记作Q:

全体实数组成的集合称为实数集,记作R.

从上面的例子看到，我们可以用自然语言描述一个集合，除此之外，还可以用什么方式

表示集合呢?

列举法

“地球上的四大洋”组成的集合可以表示为 {太平洋，大西洋，印度洋，北冰洋}；“方程

�2 − 3� + 2 = 0 的所有实数根”组成的集合可以表示为{1，2}.

像这样把集合的所有元素一一列举出来，并用花括号“{ }”括起来表示集合的方法叫做

列举法.

例1 用列举法表示下列集合：

(1)小于10的所有自然数组成的集合；

(2)方程 �2 = � 的所有实数根组成的集合.

解： (1)设小于10的所有自然数组成的集合为A，那么

A = {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}.

(2)设方程 �2 = � 的所有实数根组成的集合为B，那么

B= {0,1}.
由于元素完全相同的两个集合相等，而与列举的顺序无关，因此一个集合可以有不同的列举方

法.例如，例1(1)的集合还可以写成

A = {9,8,7,6,5,4,3,2,1,0}

等.

思考

(1)你能用自然语言描述集合 {0,3,6,9} 吗?

(2)你能用列举法表示不等式x-7<3的解集吗?
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描述法

不等式 � − 7 < 3的解是x<10，因为满足x<10的实数有无数个，所以x-7<3的解集无法

用列举法表示.但是，我们可以利用解集中元素的共同特征，即：x是实数，且x<10，把解集表

示为

{x∈R | x<10}.

{x∈Z|x=2k+1,k∈Z}.

Q={x∈R|x=
p
q
, p,q∈Z,p≠0}.

其中， � = �
�
(p，q∈Z，p≠0)就是所有有理数具有的共同特征.

显然,对于任何y∈{x∈A|P(x)},都有y∈A,且P(y)成立.

例2 试分别用描述法和列举法表示下列集合：

(1) 方程 �2 − 2 = 0 的所有实数根组成的集合A；

(2) 由大于10且小于20的所有整数组成的集合B.

解: (1)设x∈A,则x是一个实数,且 �2 − 2 = 0. 因此，用描述法表示为

� = � ∈ �∣�2 − 2 = 0 .

方程 x²-2=0有两个实数根 2, − 2, 因此，用列举法表示为

� = 2 − 2 .

(3) 设x∈B,则x是一个整数,即� ∈ �,且10 < � < 20.因此，用描述法表示为

� = {� ∈ �∣10 < � < 20}.
大于10且小于20的整数有11,12,13,14,15,16,17,18,19,因此,用列举

法表示为

� = 11 12 13 14 15 16 17 18 19 .
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又如，整数集Z可以分为奇数集和偶数集.对于每一个 � ∈

�,如果它能表示为x=2k+1(k∈Z)的形式,那么x除以2的余数为

1，它是一个奇数；反之，如果x是一个奇数，那么x除以2的余

数 为 1, 它 能 表 示 为 x=2k+1(k∈Z) 的 形 式 . 所 以 ，

x=2k+1(k∈Z)是所有奇数的一个共同特征，于是奇数集可以表

示为

你能用这样的方法表

示偶数集吗?

一般地，设A是一个集合，我们把集合A中所有具有共同特

征P(x)的元素x所组成的集合表示为

{x∈A| P(x)},

这种表示集合的方法称为描述法.

例如，实数集R中，有限小数和无限循环小数都具有
p
q

(p，q∈Z，p≠0)的形式，这些数组成有理数集，我们将它表示

为

有时也用冒号或分号

代替竖线，写成

{x∈A:P(x)}
或

{x∈A;P(x)}.



我们约定，如果从上下文的关系看，x∈R，x∈Z是明确的，那么x∈R，x∈Z可以省略，只写其元

素x.例如，集合 � = {� ∈ �∣� < 10}也可表示为D={x|x<10};集合 � = � ∈ �∣� = 2� + 1 � ∈ � 也可表示为

E={x|x=2k+1,k∈Z}.

思考

举例说明，用自然语言、列举法和描述法表示集合时各自的特点.

练习

1.判断下列元素的全体是否组成集合，并说明理由：

(1)A，B是平面a内的定点，在平面a内与A，B等距离的点；

(2)高中学生中的游泳能手.

2.用符号“∈”或“∉ ”填空:

O N;-3 N;0.5 Z; 2 Z;
3
1

Q;π R.

3.用适当的方法表示下列集合：

(1)由方程 �2 − 9 = 0 的所有实数根组成的集合；

(2)一次函数� = � + 3与 � =− 2� + 6图象的交点组成的集合；

(3)不等式4� − 5 < 3的解集.

1.用符号“∈”或“∉ ”填空:

(1)设A为所有亚洲国家组成的集合，则

中国 A,美国 A,印度 A,英国 A;

(2)若 � = �∣�2 = � , 则-1 A;

(3)若 � = �∣�2 + � − 6 = 0 则3 B;

(4)若 � = � ∈ �∣1 ≤ � ≤ 10 ,则8 C,9.1 C.

2.用列举法表示下列集合：

(1)大于1且小于6的整数；

2 � = �∣ � − 1 � + 2 = 0 ;

3 � = {� ∈ �∣ − 3 < 2� − 1 < 3}.
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习题1.1

复习巩固



3.把下列集合用另一种方法表示出来：

(1 ) { 2 ,4,6,8 ,10 } ;

(2) 由1，2，3这三个数字抽出一部分或全部数字(没有重复)所组成的一切自然数；

(3) {x∈N|3<x>7};

(4) 中国古代四大发明.

4.用适当的方法表示下列集合：

(1)二次函数 � = �2 − 4 的函数值组成的集合；

(2)反比例函数 � = 2
�
的自变量的取值组成的集合；

(3)不等式 3� ≥ 4 − 2�的解集.

康托尔(Georg Cantor,

1845——1918)

6 第一章 集合与常用逻辑用语

综合运用

拓广探索

5.集合论是德国数学家康托尔于19世纪末创立的.当时，康托尔在解决涉及无限量研

究的数学问题时，越过“数集”限制，提出了一般性的“集合”概念.关于集合论，希尔

伯特赞誉其为“数学思想的惊人的产物，在纯粹理性的范畴中人类活动的最美的表现

之一”，罗素描述其为“可能是这个时代所能夸耀的最伟大的工作”.请你查阅相关资

料，用简短的报告阐述你对这些评价的认识.



与实数中的结论“若

a≥b,且b≥a,则a=b”相类

比，你有什么体会？

1.2集合间的基本关系

我们知道，两个实数之间有相等关系、大小关系，如

5=5，5<7，5>3，等等.两个集合之间是否也有类似的关

系呢?

观察

观察下面几个例子，类比实数之间的相等关系、大小关系，你能发现下面两个集

合之间的关系吗?

1 � = 1 2 3 ,� = 1 2 3 4 5 ;

(2)C为立德中学高一 (2)班全体女生组成的集合，D为这个班全体学生组成

的集合；

3 � = {�∣�是有两条边相等的三角形}， � = {�∣�是等腰三角形}.

可以发现，在(1)中，集合A的任何一个元素都是集合B的元素.这时我们说集合A包含

于集合B，或集合B包含集合A.(2)中的集合C与集合D也有这种关系.

图1.2-1

在(3)中，由于“两条边相等的三角形”是等腰三角形，

因此，集合E，F都是由所有等腰三角形组成的集合.即集合

E中任何一个元素都是集合F中的元素，同时，集合F中任

何一个元素也都是集合E中的元素.这样，集合E的元素与

集合F的元素是一样的.

一般地，如果集合A的任何一个元素都是集合B的元

素，同时集合B的任何一个元素都是集合A的元素，那么

集合A与集合B相等，记作A=B.

也就是说,若A=B,且B≡A,则A=B.
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一般地，对于两个集合A，B，如果集合A中任意一个元

素都是集合B中的元素，就称集合A为集合B的子集(subset),

记作

A⊆B(或B⊇A),

读作“A包含于B”(或“B包含A”).

在数学中，我们经常用平面上封闭曲线的内部代表集

合，这种图称为Venn图.这样，上述集合A与集合B的包含关

系，可以用图1.2-1表示. 请你举出几个

具有包含关系、相

等关系的集合实例



如果集合A⊆B,但存在元素x∈B,且x∉ A,就称集合A是

集合B的真子集(proper subset),记作

A⊊ B(或B⊋ A).

读作“A真包含于B” (或“B真包含A”).

思考

包含关系{a}⊆A与属于关系a∈A有什么区别?试结合实例作出解释.

由上述集合之间的基本关系，可以得到下列结论：

(1)任何一个集合是它本身的子集，即

A⊆A;

(2)对于集合A,B,C,如果A⊆B,且B⊆C,那么A⊆C.

例1 写出集合{a，b} 的所有子集，并指出哪些是它的真子集.

解:集合{a,b} 的所有子集为∅ ,{a},{b},{a,b}.真子集为∅ ,{a},{b}.

例2 判断下列各题中集合A是否为集合B的子集，并说明理由：

(1)A={1,2,3},B={x|x是8的约数};

(2)A={x|x是长方形},B={x|x是两条对角线相等的平行四边形}.

解： (1)因为3不是8的约数，所以集合A不是集合B的子集.

(2) 因为若x是长方形，则x一定是两条对角线相等的平行四边形，所以集合A是集合B

的子集.

练习

1.写出集合{a,b,c} 的所有子集.

2.用适当的符号填空：

(1) a {a ,b ,c } ; 2 0___________ �∣�2 = 0 ;

3 ∅_________{� ∈ �∣�2 + 1 = 0}; (4){0,1} N;

5 0 ________ �∣�2 = � ; 6 2 1 __________ �∣�2 − 3� + 2 = 0 .
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例如,在 (1) 中,A⊆B,但4∈B,且4∉ A,所以集合A是

集合B的真子集.

我们知道，方程 �2 + 1 = 0 没有实数根，所以方程

�2 +1=0的实数根组成的集合中没有元素.
一般地，我们把不含任何元素的集合叫做空集(empty

set)，记为∅ ，并规定：空集是任何集合的子集.



3.判断下列两个集合之间的关系：

1 � = {�∣� < 0}, � = {�∣� < 1};

2 � = �∣� = 3� � ∈ � , � = �∣� = 6� � ∈ � ;

A={x∈N+|x是4与10的公倍数}. � = �∣� = 20� � ∈ �+ .

1.选用适当的符号填空：

(1)若集合� = {�∣2� − 3 < 3�}, � = �∣� ≥ 2 ,则

-4 B、-3 A,{2} B,B A;

(2)若集合A={x|x²-1=0},则

1 A,{-1} A,∅ A,{1,-1} A;

(3) {x|x是菱形} ·{x|x是平行四边形};

{x|x是等腰三角形} {x|x是等边三角形}.

2.指出下列各集合之间的关系，并用Venn图表示：

� = {�∣�是四边形}， � = {�∣�是平行四边形}， � = {�∣�是矩形},D={x|x是正方形}.

3.举出下列各集合的一个子集：

1 � = {�∣�是立德中学的学生}； (2)B={x|x是三角形};

3 � = 0 ; (4) D={x∈Z|3<x<30}

4.在平面直角坐标系中,集合C={(x,y)|y=x}表示直线y=x,从这个角度看,集合















54
12

|),(
yx
yx

yx 表示什么?集合

C，D之间有什么关系?

拓广探索

5. (1)设a,b∈R,P={1,a},Q={-1,-b},若P=Q,求a-b的值;

(2) 已知集合A={x|0<x<a},B={x|1<x<2} ,若� ⊆ �,求实数a的取值范围.
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习题1.2

复习巩固

综合运用



在求两个集合的并

集时，它们的公共元素

在并集中只能出现一次.

如元素5,8.

图1.3-1

1.3集合的基本运算

我们知道，实数有加、减、乘、除等运算.集合是否也有

类似的运算呢?

并集

观察

观察下面的集合，类比实数的加法运算，你能说出集合C与集合A，B之间的

关系吗?

(1) A= {1,3,5} ,B= {2,4,6} ,C= {1,2,3,4,5,6};

(2) A={x|x是有理数},B={x|x是无理数},C={x|x是实数}.

在上述两个问题中，集合A，B与集合C之间都具有这样一种关系：集合C是由所有属于集合A

或属于集合B 的元素组成的.

图 1.3-1

可用Venn图(图1.3-1)表示.

这样,在问题(1) (2) 中,集合A与B的并集是C,即

A∪B=C.

求A∪B.

解: � ∪ � = {�∣ − 1 < � < 2} ∪ {�∣1 < � < 3}

= {�∣ − 1 < � < 3}.
如图 1.3 − 2,还可以利用数轴直观表示例2中求并集
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A∪B={x|x∈A或x∈B},

一般地，由所有属于集合A或属于集合B的元素组成的集合,

称为集合A与B的并集(union set),记作AUB (读作“A并B”),即

例 1 设 A={4,5,6,8},B={3,5,7,8}, 求 A∪B.

解:A∪B={4,5,6,8}∪{3,5,7,8}

= 3 4 5 6 7 8 .

例2 设集合� = {�∣ − 1 < � < 2},集合 � = {�∣1 < � < 3},



图 1.3-3

� ∪ � 的过程.

图 1.3 − 2

思考

下列关系式成立吗?

1 � ∪ � = �;(2) ��∅ = �

交集

思考

观察下面的集合，集合A，B与集合C之间有什么关系?

1 � = 2 4 6 8 10 , � = 3 5 8 12 , � = 8 ;
(2)A={x|x是立德中学今年在校的女同学}，B={x|x是立德中学今年在校的高一年级同

学}，C={x|x是立德中学今年在校的高一年级女同学}.

在上述两个问题中，集合C是由所有既属于集合A又属于集合B的

元素组成的.

可用Venn图(图1.3-3)表示.

这样,在上述问题(1)(2)中,A∩B=C.

例3 立德中学开运动会，设

A={x|x是立德中学高一年级参加百米赛跑的同学}，

B={x|x是立德中学高一年级参加跳高比赛的同学}，

求A∩B.

解：A∩B就是立德中学高一年级中那些既参加百米赛跑又参加跳高比赛的同学组成的集合.

所以，

A∩B={x|x是立德中学高一年级既参加百米赛跑又参加跳高比赛的同学}.
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一般地，由所有属于集合A且属于集合B的元素组成的集合,称为

集合A与B的交集(intersection set),记作A∩B (读作“A交B” ),即

A∩B={x|x∈A,且x∈B},



例4 设平面内直线 �1上点的集合为 �1,直线 �2上点的集合为 �2,试用集合的运算表示 �1, �2的位置关

系.

解：平面内直线�1, �2可能有三种位置关系，即相交于一点、平行或重合.

(1)直线 �1, �2相交于一点P可表示为

�1 ∩ �2 = ∅;
(3)直线 �1, �2重合可表示为

�1 ∩ �2 = �1 = �2,

思考

下列关系式成立吗?

1 � ∩ � = �; 2 � ∩ ∅ = ∅.

练习

1.设A={3,5,6,8},B={4,5,7,8},求A∩B,A∪B.

2.设A={x|x²-4x-5=0}, � = �∣�2 = 1 , 求A∪B,A∩B.

3.设A={x|x是等腰三角形},B={x|x是直角三角形},求A∩B,A∪B.

4.设A={x|x是幸福农场的汽车},B={x|x是幸福农场的拖拉机},求A∪B.

补集

在研究问题时，我们经常需要确定研究对象的范围.

例如，从小学到初中，数的研究范围逐步地由自然数到正分数，

再到有理数，引进无理数后，数的研究范围扩充到实数.在高中阶段，

数的研究范围将进一步扩充.

在不同范围研究同一个问题，可能有不同的结果.例如方程

� − 2 �2 − 3 = 0的解集，在有理数范围内只有一个解2,即

� ∈ �∣ � − 2 �2 − 3 = 0 = 2 ;

在实数范围内有三个解：2， 3, − 3, 即

� ∈ �∣ � − 2 �2 − 3 = 0 = 2 3 − 3 .
一般地，如果一个集合含有所研究问题中涉及的所有元

素,那么就称这个集合为全集(universe set),通常记作U.
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(2)直线�1, �2平行可表示为

�1 ∩ �2 = 点� ;

通常也把给定的集

合作为全集



例5 设 � = {�∣�是小于9的正整数}， � = 1 2 3 , � = 3 4 5 6 ,求 ∁��,

∁��.

解：根据题意可知， � = 1 2 3 4 5 6 7 8 ,所以

∁�� = 4 5 6 7 8 ,

∁�� = 1 2 7 8 .

例6 设全集U={x|x是三角形 },A={x|x是锐角三角形 },B={x|x是钝角三角形 },求

A∩B,∁�(A∪B).

解：根据三角形的分类可知

A∩B= ∅ ,

A∪B={x|x是锐角三角形或钝角三角形}，

∁�(A∪B)={x|x是直角三角形}.

练习

1.已知 � = 1 2 3 4 5 6 7 , � = 2 4 5 , � = 1 3 5 7 ,求A∩(∁�B),(∁�A)∩(∁�B).

2.设S={x|x是平行四边形或梯形},A={x|x是平行四边形}, � = {�∣�是菱形},C={x|x是矩形},求

B∩C,∁�B,∁�A.

3.图中U是全集，A，B是U的两个子集，用阴影表示：

1 ∁�� ∩ ∁�� ; 2 ∁�� ∪ ∁�� .

( 1 ) (2)

(第3题)
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对于一个集合A，由全集U中不属于集合A的所有元素组成的集合

称为集合A相对于全集U的补集(complementary set),简称为集合A

的补集，记作 ∁��,即

∁�� = �∣� ∈ � ,且x∈A},

可用Venn图(图1.3 − 4)表示.
图1.3-4



1.集合 � = {�∣2 ≤ � < 4}, � = �∣3� − 7 ≥ 8 − 2� ,求A∪B,A∩B.

2.设� = {�∣�是小于9的正整数)， � = 1 2 3 , � = 3 4 5 6 .求A∩B,A∩C,A∩(B∪C),A∩(B∩C).

3.学校开运动会，设� = {�∣�是参加100m跑的同学〉,B={x|x是参加200m跑的同学}, � = {�∣�是参加

400m跑的同学}，学校规定，每个参加上述比赛的同学最多只能参加两项比赛，请你用集合的运算说明

这项规定，并解释以下集合运算的含义：

1 � ∪ �; 2 � ∩ �.

4.已知集合 � = {�∣3 ≤ � < 7}, � = {�∣2 < � < 10},求 ∁� � ∪ � , ∁� � ∩ � , ∁�� ∩ �, � ∪ ∁�� .

5.设集合 � = �∣ � − 3 � − � = 0 � ∈ � , � = �∣ � − 4 � − 1 = 0 , 求 � ∪ �, � ∩ �.

拓广探索

6.已知全集� = � ∪ � = � ∈ �|0⩽�⩽10 , � ∩ ∁�� = 1 3 5 7 ,试求集合B.

14 第一章 集合与常用逻辑用语

习题1.3

复习巩固

综合运用



阅读与思考

集合中元素的个数

在研究集合时，经常遇到有关集合中元素的个

数问题.我们把含有限个元素的集合A叫做有限集，

用card(A)来表示有限集合A中元素的个数.例

如,A={a,b,c},则card(A)=3.

看一个问题.某超市进了两次货，第一次进的货是圆珠笔、钢笔、橡皮、笔记

本、方便面、汽水共6种，第二次进的货是圆珠笔、铅笔、火腿肠、方便面共4

种，两次一共进了几种货?

回答两次一共进了10(=6+4)种，显然是不对的.让我们试着从集合的角度考

虑这个问题.

用集合A表示第一次进货的品种，用集合B表示第二次进货的品种，就有

A={圆珠笔，钢笔，橡皮，笔记本，方便面，汽水}，

B={圆珠笔，铅笔，火腿肠，方便面}.

这里card(A)=6, card(B)=4.求两次一共进了几种货 ,这个问题指的是求

card(A∪B).这个例子中，两次进的货里有相同的品种，相同的品种数实际就是

card(A∩B). card(A), card(B), card(A∪B), card(A∩B)之间有什么关系呢?

可以算出

card(A∪B)=8,

card(A∩B)=2.

一般地，对任意两个有限集合A，B，有

card(A∪B)=card(A)+card(B)-card(A∩B).

再来看一个问题.学校先举办了一次田径运动会，某班有8名同学参赛，又举

办了一次球类运动会，这个班有12名同学参赛，两次运动会都参赛的有3人.两次

运动会中，这个班共有多少名同学参赛?

用集合A表示田径运动会参赛的学生，用集合B表示球类运动会参赛的学

生，就有

A={x|x是田径运动会参赛的学生}，

B={x|x是球类运动会参赛的学生}，

那么

A∩B={x|x是两次运动会都参赛的学生}，

A∪B={x|x是所有参赛的学生},

第一章 集合与常用逻辑用语 15

card 是英文 cardinal(基
数)的缩写



➊这里的 3 是表示元

素的个数，而不是元素，

图中我们特别加上括号，

另外两个数 5，9 也一样

���� � ∪ � = ���� � + ���� � − ���� � ∩ �
= 8 + 12 − 3 = 17

所以，在两次运动会中，这个班共有17名同学参赛.我们

也可以用Venn图来求解.

在上图中相应于A∩B的区域里先填上3➊

(card(A∩B)=3),再在A中不包括A∩B的区域

里填上 5 ���� � − ���� � ∩ � = 5 ,在B中不包

A∩B的区域里填上9(card(B)一card(A∩B)=9).

最后把这三个数加起来得17,这就是card(A∪B).

这种图解法对于解比较复杂的问题(例如涉及三

个以上集合的并、交的问题)更能显示出它的优越性.对于有限集合A，B，C，你能发现

card(A∪B∪C), card(A), card(B), card(C), card(A∩B),card(B∩C), card(A∩C),

card(A∩B∩C)之间的关系吗?通过一个具体的例子，算一算.

有限集合中元素的个数，我们可以一一数出来.而对于元素个数无限的集

合，如

A={1,2,3,4,⋯ ⋯ ,n,⋯ },

B= {2,4,6,8,⋯ ,2n,⋯ } ,

我们无法数出集合中元素的个数，但可以比较这两个集合中元素个数的多少.你能设计一

种比较这两个集合中元素个数多少的方法吗?

16 第一章 集合与常用逻辑用语



➊此时，如果q不成

立，则p一定不成立 .所

以，q对于p成立而言是必

要的，请举例说明。

1.4 充分条件与必要条件

在初中，我们已经对命题有了初步的认识，一般地，我

们把用语言、符号或式子表达的，可以判断真假的陈述句叫

做命题.判断为真的语句是真命题，判断为假的语句是假命题.

中学数学中的许多命题可以写成“若p，则q”“如果p，那么

q”等形式，其中p称为命题的条件，q称为命题的结论.本节

主要讨论这种形式的命题.下面我们将进一步考察“若p，则

q”形式的命题中p和q的关系，学习数学中的三个常用的逻辑

用语——充分条件、必要条件和充要条件.

1.4.1 充分条件与必要条件

思考

下列 “若p，则q”形式的命题中，哪些是真命题?哪些是假命题?

(1)若平行四边形的对角线互相垂直，则这个平行四边形是菱形；

(2)若两个三角形的周长相等，则这两个三角形全等；

(3)若 x²-4x+3=0, 则x=1;

(4)若平面内两条直线a和b均垂直于直线l，则a∥b.

在命题(1)(4) 中，由条件p通过推理可以得出结论q，

所以它们是真命题.在命题(2)(3)中，由条件p不能得出结论q，所以它们是假命题.

p ⟹q,

并且说,p是q的充分条件(sufficient condition),q是p

的必要条➊(necessary condition).

如果“若p，则q”为假命题，那么由条件p不能推出结论

q，记作p→q，此时，我们就说p不是q的充分条件，q不是p

的必要条件.

上述命题(1)(4)中的p是q的充分条件，q是p的必

第一章 集合与常用逻辑用语 17

一般地，“若p，则q”为真命题，是指由p通过推理可以

得出q.这时，我们就说，由p可以推出q，记作



思考

要条件，而命题(2)(3) 中的p不是q的充分条件，q不是p的必要条件.

例1 下列“若p，则q”形式的命题中，哪些命题中的p是q的充分条件?

(1)若四边形的两组对角分别相等，则这个四边形是平行四边形；

(2)若两个三角形的三边成比例，则这两个三角形相似；

(3)若四边形为菱形，则这个四边形的对角线互相垂直；

(4)若�2 = 1,则 � = 1;

(5)若� = �,则 �� = ��;

(6)若x,y为无理数,则xy为无理数.

解： (1)这是一条平行四边形的判定定理，p⇒q，所以p是q的

充分条件.

(2)这是一条相似三角形的判定定理，p⇒q，所以p 是q的充分

条件.

(3)这是一条菱形的性质定理，p⇒q，所以p是q的

充分条件.

(4) 由于 −1 2 = 1, 但-1≠1,p⇏ q,所以p不是q

充分条件.

(5)由等式的性质知，p⟹q，所以p是q的充分条件.

(6) 2 为无理数,但 2 × 2 = 2 为有理数,p⇏ q,所以p不是q

的充分条件.

例1中命题(1)给出了“四边形是平行四边形”的一个充分条件，即“四边形的两组对角分别相

等”.这样的充分条件唯一吗?如果不唯一，那么你能再给出几个不同的充分条件吗?

我们说p是q的充分条件，是指由条件p可以推出结论q，但这并不意味着只能由这个条件p才能推出

结论q.一般来说，对给定结论q，使得q成立的条件p是不唯一的.例如，我们知道，下列命题均为真命

题：

①若四边形的两组对边分别相等，则这个四边形是平行四边形；

②若四边形的一组对边平行且相等，则这个四边形是平行四边形；

③若四边形的两条对角线互相平分，则这个四边形是平行四边形.

所以，“四边形的两组对边分别相等” “四边形的一组对边平行且相等” “四边形的两条对角线互相平

分”都是“四边形是平行四边形”的充分条件.

事实上，例1中命题(1)及上述命题①②③均是平行四边形的判定定理.所以，平
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举反例是判断一个命

题是假命题的重要方式



思考

行四边形的每一条判定定理都给出了“四边形是平行四边形”的一个充分条件，即这个条件能充分保证

四边形是平行四边形.类似地，平行线的每一条判定定理都给出了“两直线平行”的一个充分条件，例如

“内错角相等”这个条件就充分保证了“两条直线平行”.

一般地，数学中的每一条判定定理都给出了相应数学结论成立的一个充分条件.

例2 下列“若p，则q”形式的命题中，哪些命题中的q是p的必要条件?

(1)若四边形为平行四边形，则这个四边形的两组对角分别相等；

(2)若两个三角形相似，则这两个三角形的三边成比例；

(3)若四边形的对角线互相垂直，则这个四边形是菱形；

(4)若x=1,则x²=1;

(5)若ac=bc,则a=b;

(6)若xy为无理数,则x,y为无理数.

解：(1)这是平行四边形的一条性质定理，p ⇒q，所以，q是p的必要条件.

(2)这是三角形相似的一条性质定理，p ⇒q，所以，q是p的必要条件.

数，p ⇏ q，所以，q不是p的必要条件. 图1.4-1

一般地，要判断“若p，则q”形式的命题中q是否为p的必要条件，只需判断是否有“p ⇒q”,即“若

p,则q”是否为真命题.

例2中命题(1)给出了“四边形是平行四边形”的一个必要条件，即“这个四边形的两组对角分

别相等”.这样的必要条件是唯一的吗?如果不唯一，你能给出“四边形是平行四边形”的几个其他

必要条件吗?

我们说q是p的必要条件，是指以p为条件可以推出结论q，但这并不意味着由条件p只能推出结论

q.一般来说，给定条件p，由p可以推出的结论q是不唯一的.例如，下列命题都是真命题：

①若四边形是平行四边形，则这个四边形的两组对边分别相等；

②若四边形是平行四边形，则这个四边形的一组对边平行且相等；
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(3)如图1.4-1,四边形ABCD的对角线互相垂直,但它不是菱

形，p ⇏ q，所以，q不是p的必要条件.

(4)显然,p ⇒q,所以,q是p的必要条件.

(5)由于(-1)×0=1×0,但-1≠1,p ⇏ q,所以,q不

是p的必要条件.

(6) 由于1 × 2 = 2 为无理数，但1， 2 不全是无理

A

.



(第3题)

将命题“若 p，则 q”
中的条件 p 和结论 q 互换，

就得到一个新的命题“若

q，则 p”，称这个命题为

原命题的逆命题

③若四边形是平行四边形，则这个四边形的两条对角线互相平分.

这表明，“四边形的两组对边分别相等” “四边形的一组对边平行且相等” “四边形的两

条对角线互相平分”都是“四边形是平行四边形”的必要条件.

我们知道，例2中命题(1)及上述命题①②③均为平行四边形的性质定理.所以，平行四边形

的每条性质定理都给出了“四边形是平行四边形”的一个必要条件.类似地，平行线的每条性质定

理都给出了“两直线平行”的一个必要条件，例如“同位角相等”是“两直线平行”的必要条件，也

就是说，如果同位角不相等，那么就不可能有“两直线平行”.

一般地，数学中的每一条性质定理都给出了相应数学结论成立的一个必要条件.

练习

1.下列“若p，则q”形式的命题中，哪些命题中的p是q的充分条件?

(1)若平面内点P在线段AB的垂直平分线上，则PA=PB；

(2)若两个三角形的两边及一边所对的角分别相等，则这两个三角形全等；

1.4.2 充要条件

思考

下列 “若p，则q”形式的命题中，哪些命题与它们的逆命题都是真命题?

(1)若两个三角形的两角和其中一角所对的边分别相等，则这两个三角形全等；

(2)若两个三角形全等，则这两个三角形的周长相等；

(3)若一元二次方程 ��2 + �� + � = 0 有两个不相等的实数根，则ac<0；

(4)若A∪B是空集,则A与B均是空集.

不难发现，上述命题中的命题(1)(4)和它们的逆命题

都是真命题；命题(2)是真命题，但它的逆命题是假命题；

命题(3)是假命题，但它的逆命题是真命题.

如果“若p，则q”和它的逆命题“若q，则p”均是

真命题，即既有p ⇒q，又有q ⇒p，就记作

p ⟺ q.
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(1)若直线l与⊙O有且仅有一个交点，则l为⊙O的一条切线；

3.如图,直线a与b被直线l所截,分别得到了∠1,∠2,∠3和∠4.请根据这

些信息，写出几个“a∥b”的充分条件和必要条件.

2.下列“若p，则q”形式的命题中，哪些命题中的q是p的必要条件?

(2)若x是无理数，则x²也是无理数.

(3)若两个三角形相似，则这两个三角形的面积比等于周长比的平方 .

l



此时，p既是q的充分条件，也是q的必要条件，我们说p是q的充分必要条件，简称为充要条件

(sufficient and necessary condition).显然,如果p是q的充要条件,那么q也是p的充要条件.

概括地说，如果p⟺q，那么p与q互为充要条件.上述命题(1)(4)中的p与q互

为充要条件.

例3 下列各题中，哪些p是q的充要条件?

(1) p：四边形是正方形，q：四边形的对角线互相垂直且平分；

(2) p：两个三角形相似，q：两个三角形三边成比例；

(3) p: xy>0,q: x>0,y>0;

(4) p: x=1是一元二次方程 ��2 + �� + � = 0 的一个根,q:a+b+c=0(a≠0).

解： (1)因为对角线互相垂直且平分的四边形不一定是正方形(为什么)，所以q ⇏ p，所以p

不是q的充要条件.

(2)因为“若p，则q”是相似三角形的性质定理，“若q，则p”是相似三角形的判定定理，所以它

们均为真命题，即p⟺q，所以p是q的充要条件.

(3)因为xy>0时,x>0,y>0不一定成立(为什么),所以p ⇏ q,所以p不是q的充要条件.

(4)因为“若p,则q”与“若q,则p”均为真命题,即p⇔q,所以p是q的充要条件.

探究

通过上面的学习，你能给出 “四边形是平行四边形”的充要条件吗?

可以发现，“四边形的两组对角分别相等” “四边形的两组对边分别相等” “四边形的一组对

边平行且相等”和“四边形的对角线互相平分”既是“四边形是平行四边形”的充分条件，又是必要条

件，所以它们都是“四边形是平行四边形”的充要条件.

另外，我们再看平行四边形的定义：

两组对边分别平行的四边形叫做平行四边形，

它表明“四边形的两组对边分别平行”也是“四边形是平行四边形”的一个充要条件.

上面的这些充要条件从不同角度刻画了“平行四边形”这个概念，据此我们可以给出平行四边形

的其他定义形式，例如：

两组对边分别相等的四边形叫做平行四边形；

对角线互相平分的四边形叫做平行四边形.

类似地，利用“两个三角形全等”的充要条件，可以给出“三角形全等”的其他定义形式，而且这

些定义是相互等价的；同样，利用“两个三角形相似”的充要条件，可以给出“相似三角形”其他定义

形式，这些定义也是相互等价的；等等.

第一章 集合与常用逻辑用语 21



例4 已知：⊙O的半径为r，圆心O到直线l的距离为d.求证： � = �是直线l与⊙O相切的充要

条件.

分析: 设 �: � = �, �:直线l与⊙O相切，要证p是q的充要条件，只需分别证明充分性(p⇒q)

和必要性 � ⇒ � 即可.

(2)必要性(q⇒p)：若直线l与⊙O相切，不妨设切点为P,则OP⊥l.

因此,d=OP=r.

由 (1)(2)可得,d=r是直线l与⊙O相切的充要条件.

练习

1.下列各题中，哪些p是q的充要条件?

1.举例说明：

(1) p是q的充分不必要条件;

(2) p是q的必要不充分条件;

(3) p是q的充要条件.

2.在下列各题中，判断p是q的什么条件(请用“充分不必要条件” “必要不充分条件” “充要

条件” “既不充分也不必要条件”回答)：

(1)p：三角形是等腰三角形，q：三角形是等边三角形；

(2)p:一元二次方程��2 + �� + � = 0 有实数根， �: �2 − 4�� ≥ 0 � ≠ 0 ;

3 �: � ∈ � ∩ �, �: � ∈ �;
4 �: � ∈ � ∪ �, �: � ∈ �;
5 �: � > �, �: �2 > �2.
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证明:设p:d=r,q:直线l与⊙O相切.
(1)充分性(p⇒q):如图1.4 − 2, 作��⟂� 于点P，则OP=d.若d=r,

则点P在⊙O上 .在直线 l上任取一点Q (异于点P),连接OQ.在

��∆���中,�� > �� = �. 所以，除点P外直线 l上的点都在⊙O的外

部，即直线l与⊙O仅有一个公共点P.所以直线l与⊙O相切.
图1.4-2

3.证明：如图，梯形ABCD为等腰梯形的充要条件为AC=BD.

(3) p:A∩B为空集,q:A与B之一为空集.

(1) p：三角形为等腰三角形，q：三角形存在两角相等；

(2) p：⊙O内两条弦相等，q：⊙O内两条弦所对的圆周角相等；

2.分别写出“两个三角形全等”和“两个三角形相似”的几个充要条件.

习题 1.4

复习巩固

(第 3 题)



3.判断下列命题的真假：

(1) 点P到圆心O的距离大于圆的半径是点P在⊙O外的充要条件；

(2) 两个三角形的面积相等是这两个三角形全等的充分不必要条件；

(3) ��� = �是 � ⊆ �的必要不充分条件；

(4) x或y为有理数是xy为有理数的既不充分也不必要条件.

4.已知 � = {�∣�满足条件p}，� = {�∣�满足条件q}，

(1) 如果� ⊆ �,那么p是q的什么条件?

(2) 如果 � ⊆ �,那么p是q的什么条件?

(3) 如果� = �,那么p是q的什么条件?

5.设a,b, � ∈ �.证明： �2 + �2 + �2 = �� + �� + �� 的充要条件是 � = � = �.

6.设a,b,c分别是∆ ���的三条边，且�⩽�⩽�我们知道，如果∆ ���为直角三角形，那么 �2 + �2 = �2 (勾股定理).反

过来，如果 �2 + �2 = �2, 那么Δ���为直角三角形(勾股定理的逆定理).由此可知，∆���为直角三角形的充要条件是

�2 + �2 = �2

请利用边长a，b，c分别给出∆���为锐角三角形和钝角三角形的一个充要条件，并证明.
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阅读与思考

几何命题与充分条件、必要条件

通过前面的学习我们发现，对于一种几何图形或几何图形之间的关系，可以通过

充要条件给出它的等价定义，通过充分条件给出它的判定定理，通过必要条件给出它

的性质定理，利用充分条件、必要条件梳理已学的几何命题，可以促进我们更深入地

理解几何图形及其关系.下面以相似三角形为例进行说明.

为了方便，我们记q：两个三角形相似.

1.相似三角形的定义

三角形的相似是三角形之间的一种关系，它的定义是：三个角分别相等、三条边

成比例的两个三角形叫做相似三角形.

记p：三个角分别相等且三条边成比例.因为p⇒q，q⇒p，所以p是q的

充要条件.

三条边、三个内角是三角形的六个要素，相似三角形的定义从两个三角形各要素

间的相互关系给出了两个三角形相似的充要条件.

2.相似三角形的判定

相似三角形的判定指出了“满足什么条件的两个三角形相似”.初中学过如下

判定定理：

(1) 三边成比例的两个三角形相似；

(2) 两边成比例且夹角相等的两个三角形相似；

(3) 两角分别相等的两个三角形相似.

记p₁：三边成比例，p₂：两边成比例且夹角相等，p₃：两角分别相等，我们有

p₁⇒q,p₂⇒q,p₃⇒q, 即p₁，p₂，p₃分别给出了q的一个充分条件.

上述判定定理分别从两个三角形的边、边角、角等要素之间的相互关系给出了相

似三角形的充分条件.事实上，我们还可以给出相似三角形的其他充分条件，例如“相似

于同一个三角形的两个三角形相似” (这表明，“相似”具有传递性).

利用判定定理我们可以判定两个三角形是相似三角形.

想一想： (1)你能给出相似三角形的其他充分条件吗?(2) 利用判定定理可以判

定两个三角形不是相似三角形吗?为什么?

3.相似三角形的性质

相似三角形的性质给出了两个三角形相似所必须满足的条件.换言之，如果不满足

这个条件，那么这两个三角形就一定不相似.在初中，我们学过的相似三角形性质定理

有：

(1)相似三角形对应线段的比都相等(等于相似比)，特别地，相似三角形的对应边

之比、对应高之比、对应中线之比、对应角平分线之比都相等(等于相似比)；
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